/ jaka predkoscig wracac od babci, czyli wyrazenia
wymierne w praktyce



Z jaka predkoscia wracac od babci, czyli wyrazenia
wymierne w praktyce

—

vl

LA

e
NA‘

Zrodto: Eduexpert Sp. z 0.0. / Evaco Sp. z 0.0., ccO.

Wstep

Niekiedy zdarza si¢, ze po przeanalizowaniu danych uzyskanych w efekcie
przeprowadzonego doswiadczenia, otrzymujemy zaskakujace wyniki. I to zdawaloby sie
sprzeczne ze zdrowym rozsadkiem.

Przykladem takiego dysonansu poznawczego jest odkrycie, Ze Srednia predkos¢
poruszajacych sie pojazdow na drodze ,tam” i ,z powrotem” nie jest Srednia
arytmetyczng predkosci na poszczegolnych odcinkach drogi.

Warto wtedy skorzystac z prostych narzedzi statystycznych, pozwalajacych na
sprawdzenie poprawnosci poczynionych obserwacji.
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Nauczysz sie

sformutujesz i uzasadnisz wnioski na podstawie wykonywanych do$wiadczen;
opiszesz prowadzone rozumowania jezykiem matematyki;

wykorzystasz narzedzia prawdopodobienstwa do wyboru najlepszego rozwigzania

w sytuacjach z zycia codziennego.

Cele edukacyjne zgodne z etapem ksztalcenia

Po zapoznaniu si¢ z e-materialem uczen:

dobiera i tworzy modele matematyczne przy rozwigzywaniu problemoéw praktycznych
i teoretycznych.

Z JAKA PREDKOSCIA WRACAC OD BABCI, CZYLI
WYRAZENIA WYMIERNE W PRAKTYCE -

audiobook

Rozdzialy:
1. Uliczna ankieta
2. Srednia harmoniczna
3. Podsumowanie

Notatka dla prowadzacego



Wskazowka

Stuchajac audiobooka, zwroccie uwage na sytuacje, w ktorych intuicyjnie chcemy
zastosowac srednig arytmetyczng, co w konsekwencji moze doprowadzic¢ nas do
uzyskania wyniku znacznie odbiegajacego od poprawnego.

Przed wystuchaniem nagrania porozmawiajcie o znanych wam, wykorzystywanych
w statystyce, miarach potozenia i ich zastosowaniach. Przypomnijcie sobie rowniez, jaka

jest zalezno$¢ miedzy droga, predkoscia, a czasem w ruchu jednostajnym.
Audiobook mozna wystucha¢ pod adresem: https:/zpe.gov.pl/b/PRR1tVRVv

Z jaka predkoscig wracac od babci,
czyli wyrazenia wymierne w
praktyce
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Rozdziat 1
Uliczna ankieta

Marcin opowiada o wynikach sondazu, ktéry przeprowadzit.

Witam wszystkich bardzo serdecznie. Mam na imi¢ Marcin i chciatbym przedstawic
wam wyniki sondazu, ktory przeprowadzitem wczoraj w naszym miescie. Stu

przechodnioéw poprosilem o rozwigzanie nastepujgcego zadania:

W $rode pojechatem rowerem do babci. W jedng strong jechatem z predkoscig 20
kilometréw na godzine. Z powrotem byto z gorki, wiec jechatem znacznie szybciej, z
predkoscia 30 kilometrow na godzine. Z jaka Srednig predkoscia przebytem calg trase

Ltam” i ,z powrotem”?

Dziewiecdziesiat pie¢ osob obliczylo srednig arytmetyczng liczb 20 i 30, czyli
dwadzieScia dodac¢ trzydzieSci rowna sie piecdziesigt, piec¢dziesigt podzieli¢ przez
dwa rowna si¢ dwadziescia pie¢, i uznato, ze poruszatem sie¢ ze Srednig predkoscia 25
kilometréw na godzine. Tylko pie¢ osob podato inny wynik. Cztery stwierdzity, ze
Srednia predkosc¢ to 24 kilometry na godzin¢. Jedna orzekta, ze wynosita ona 0
kilometrow na godzine i upierala si¢, ze ma racje.

Jak myslicie, ktory wynik jest poprawny: 25 kilometrow na godzine czy 24 kilometry na
godzine? A moze wrecz 0 kilometrow na godzine? Przeanalizujcie problem w grupach i

zaprezentujcie innym wasze obliczenia.

Rozdziat 2
Srednia harmoniczna

Rozmowa Marcina z ekspertem w zakresie statystyki i matematyki.

— Aby ostatecznie rozstrzygnac¢, z jaka srednig predkoscia jechatem do babci i z
powrotem, poprositem o pomoc eksperta pania Ewe, ktora jest nie tylko
matematykiem, ale rowniez fizykiem. Pani Ewo, czy moze nam pani wyjasni¢, skad

wziela sie niespojno$¢ w wynikach uzyskanych przez ankietowanych?

— To bardzo proste. Wiekszos¢ respondentow analizujac zadanie, zauwazyla, ze
dlugos¢ drogi, jakg przebytes, jadac do babci, byta rowna dtugosci drogi, jaka przebytes

w drodze powrotnej. Osoby te przyjely wiec za pewnik, ze ta wielko$¢ nie odgrywa



istotnejroli w obliczeniach i pominely jg. Srednig predko$¢ obliczyty, opierajac sie na
znanych analogiach, np. obliczaniu $redniej ocen. Korzystaly wiec ze Sredniej

arytmetyczneji otrzymaty rozwigzanie: 25 kilometrow na godzine.
— Wiec ten wynik jest poprawny?

— Niestety, nie.

— Gdzie zatem tkwi btagd w rozumowaniu?

— Czy pamietasz, czym jest predkos¢ w ruchu jednostajnym?

— Tak. Mozna powiedzie¢, ze predko$c¢ to zmiana odleglosci podzielona przez

jednostke czasu, w jakiej zostata dokonana.

— No wlasnie. W rozwazanym przez nas przypadku dlugos¢ drogi ,,tam” byta rowna
dlugosci drogi z powrotem, ale czas jazdy byt inny. Z powrotem jechate$ duzo szybcie;j,

wiec pokonate$ trase w krotszym czasie, niz jadgc z domu do babci.

— Rzeczywiscie. Jesli wiec zatoze, ze dtugos¢ drogi z domu do babci jest rowna s, to
cala przebyta przeze mnie droga ma dtugosc 2 s. Wtedy czas jazdy ,tam” bedzie

wynosit s podzieli¢ przez 20, a czas jazdy ,z powrotem” s podzieli¢ przez 30.

— Oczywiscie. Aby obliczy¢ $rednig predko$c¢ nalezy podzieli¢ dtugo$c¢ drogi, czyli 2 s
przez czas jazdy, czyli sume, ktorej sktadniki to s przez 20 i s przez 30.

— Obliczam. M¢j wynik to 24 kilometry na godzine. Czy to juz jest prawidtowa

odpowiedz?

— I tak, i nie.

— Jak to?

— Fizyk bez watpienia ustalitby, ze predkos¢ wynosita zero kilometrow na godzine.
— To zaskakujace. Czy moze nam pani to dokladnie wyjasnic?

— Na co dzien postugujemy si¢ naprzemiennie terminami predkosc¢ i szybkos¢, czyli
warto$¢ predkosci. W fizyce jednak terminy te maja inne znaczenia. Szybkos¢ jest
wielkoScig skalarng, czyli liczbg. Predko$¢ jest natomiast wielkoscig wektorowa. Twoje
przemieszczenie w podrozy ,tam” i ,,z powrotem” bylo rowne zeru - wyjechates z
domu i wrocites do domu. Stad wniosek, ze twoja Srednia predkos¢ tez byta rowna

zeru.



— Ale srednia szybko$c¢ byta rowna 24 kilometry na godzine?

— Tak. Doskonale zrozumiates$ roznice miedzy Srednia predkoscig, a Srednia
szybkoscia. Aby obliczy¢ Srednia szybkos¢, utozsamiang zwykle ze Sredniag predkoscig,
wykorzystaliSmy wzor na Srednig harmoniczng dwoch wielkosci. Zauwaz, ze Srednia
harmoniczna w naszym przypadku byla mniejsza niz Srednia arytmetyczna tych samych

wielkosci. Czy jest tak zawsze — przedyskutuj ten problem z kolegami z klasy.

— Bardzo dzi¢kuje za interesujacq rozmowe i rozwigzanie nurtujagcego mnie problemu.
Przy okazji uswiadomita mi tez pani, ze przeprowadzajgc sondaz, nalezy doprecyzowac

zawarte w nim pytania.

Rozdziat 3
Podsumowanie

Marcin podsumowuje rezultaty ankiety i rozmowy z ekspertem.

Rozmowa z naszym ekspertem zainspirowata mnie do poszukania wiadomosci na temat
sredniej harmonicznej. W badaniach statystycznych srednia harmoniczna jest miarg
potozenia rozktadu, podobnie jak Srednia arytmetyczna. Stosuje si¢ ja, gdy wartosci
zmiennej podane s3 w jednostkach wzglednych (np. w km/h).

Sredniq harmoniczng liczb dodatnich aj, ay, as,...,a, obliczamy jako iloraz liczby
wszystkich danych przez sume ich odwrotnoéci. Srednia harmoniczna n liczb jest nie
wieksza od Sredniej geometryczneji nie wigksza od Sredniej arytmetycznej tych liczb.
Ze $rednig harmoniczng mamy do czynienia na przyklad obliczajgc srednig szybkos¢,
czy dobierajgc opornosci opornikow w potaczeniu roéwnoleglym. A teraz zadanie dla
was. Do babci pojade samochodem z predkoscia 40 kilometrow na godzine. Z jaka
predkoscia musze wracac od babci, aby moja Srednia szybkoS¢ na catej trasie byta

rowna 48 kilometrow na godzine?
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Zobacz takze

Z jaka predkoscia wraca¢ od babci, czyli wyrazenia wymierne w praktyce

Rozdzial 1
Uliczna ankieta

Marcin opowiada o wynikach sondazu, ktory przeprowadzit.




Witam wszystkich bardzo serdecznie. Mam na imi¢ Marcin i chcialbym przedstawic
wam wyniki sondazu, ktory przeprowadzitem wczoraj w naszym miescie. Stu
przechodniow poprositem o rozwigzanie nastepujgcego zadania:

W $rode pojechatem rowerem do babci. W jedng strong jechatem z predkoscig 20
kilometrow na godzine. Z powrotem bylo z gorki, wiec jechalem znacznie szybciej,

z predkosciag 30 kilometréw na godzineg. Z jakg Srednig predkosScia przebylem catg trase
,tam” i ,z powrotem”?

Dziewiecdziesiat pie¢ osob obliczylo srednig arytmetyczng liczb 20 i 30, czyli
dwadzie$cia dodac¢ trzydzie$ci rowna sie piecdziesigt, piecdziesigt podzieli¢ przez dwa
rowna sie dwadziesScia pie¢, i uznato, ze poruszatem sie ze Srednig predkoscia

25 kilometrow na godzine. Tylko pie¢ 0sob podato inny wynik. Cztery stwierdzily, ze
Srednia predkos¢ to 24 kilometry na godzine. Jedna orzekta, ze wynosita ona 0
kilometrow na godzing i upierata si¢, ze ma racje.

Jak myslicie, ktory wynik jest poprawny: 25 kilometrow na godzing¢ czy 24 kilometry na
godzing? A moze wrecz 0 kilometrow na godzine? Przeanalizujcie problem w grupach
i zaprezentujcie innym wasze obliczenia.

Rozdzial 2
Srednia harmoniczna

Rozmowa Marcina z ekspertem w zakresie statystyki i matematyki.

— Aby ostatecznie rozstrzygnac, z jakg Srednig predkoscig jechatem do babci

i z powrotem, poprositem o pomoc eksperta pania Ewe, ktora jest nie tylko
matematykiem, ale rowniez fizykiem. Pani Ewo, czy moze nam pani wyjasni¢, skad wzieta
sie niespojnos¢ w wynikach uzyskanych przez ankietowanych?

— To bardzo proste. Wiekszos¢ respondentow, analizujgc zadanie zauwazyla, ze dlugos¢
drogi, jakg przebyles, jadac do babci byta rowna dlugosci drogi, jaka przebyles w drodze
powrotnej. Osoby te przyjety wiec za pewnik, ze ta wielkoS¢ nie odgrywa istotnej roli

w obliczeniach i pominety ja. Srednig predko$¢ obliczyty, opierajac sie na znanych
analogiach, na przyklad obliczaniu $redniej ocen. Korzystaly wiec ze Sredniej
arytmetyczneji otrzymaty rozwigzanie: 25 kilometrow na godzine.

— Wigec ten wynik jest poprawny?
— Niestety, nie.
— Gdzie zatem tkwi blgd w rozumowaniu?

— Czy pamig¢tasz czym jest predko$¢ w ruchu jednostajnym?



— Tak. Mozna powiedzie¢, ze predkos¢ to zmiana odleglosci podzielona przez jednostke
czasu, w jakiej zostata dokonana.

— No wiasnie. W rozwazanym przez nas przypadku, dtugos¢ drogi ,,tam” byta rowna
dtugosci drogi ,z powrotem”, ale czas jazdy byt inny. Z powrotem jechate$§ duzo szybciej,
wiec pokonale$ trase w krotszym czasie, niz jadac z domu do babci.

— Rzeczywiscie. Jesli wiec zatoze, ze dlugos¢ drogi z domu do babci jest rowna s, to cata
przebyta przeze mnie droga ma dtugosc 2s. Wtedy czas jazdy ,tam” bedzie wynosit
s podzieli¢ przez 20, a czas jazdy ,z powrotem” s podzieli¢ przez 30.

— OczywiScie. Aby obliczy¢ srednig predkosc nalezy podzieli¢ dtugo$c¢ drogi, czyli 2
s przez czas jazdy, czyli sume, ktorej sktadniki to s przez 20 i s przez 30.

— Obliczam. Mgj wynik to 24 kilometry na godzine. Czy to juz jest prawidtowa
odpowiedz?

— [ tak, i nie.

— Jak to?

— Fizyk bez watpienia ustalitby, ze predkos¢ wynosita zero kilometréw na godzing.
— To zaskakujgce. Czy moze nam pani to doktadnie wyjasnic?

— Na co dzien postugujemy sie naprzemiennie terminami predkosc i szybkos¢, czyli
wartos¢ predkosci. W fizyce, jednak terminy te majg inne znaczenia. SzybkoSc jest
wielkoscig skalarng, czyli liczbg. Predkos¢ jest natomiast wielkoscig wektorowa. Twoje
przemieszczenie w podrozy ,tam” i ,z powrotem” bylo rowne zeru - wyjechates$ z domu
i wrocile$ do domu. Stad wniosek, ze twoja Srednia predkosc¢ tez byta rowna zeru.

— Ale Srednia szybko$c¢ byta rowna 24 kilometry na godzine?

— Tak. Doskonale zrozumiates roznice miedzy Srednig predkoscia, a Srednig szybkoscig.
Aby obliczy¢ $rednig szybko$¢, utozsamiang zwykle ze $rednig predkoscia,
wykorzystaliSmy wzor na Srednig harmoniczng dwoch wielkoSci. Zauwaz, ze srednia
harmoniczna w naszym przypadku byla mniejsza niz $rednia arytmetyczna tych samych
wielkosci. Czy jest tak zawsze - przedyskutuj ten problem z kolegami z klasy.

— Bardzo dzi¢kuje za interesujgca rozmowe i rozwigzanie nurtujgcego mnie problemu.
Przy okazji uswiadomita mi tez pani, ze przeprowadzajgc sondaz nalezy doprecyzowac
zawarte w nim pytania.

Rozdzial 3
Podsumowanie



Marcin podsumowuje rezultaty ankiety i rozmowy z ekspertem.

Rozmowa z naszym ekspertem zainspirowata mnie do poszukania wiadomosci na temat
Sredniej harmonicznej. W badaniach statystycznych srednia harmoniczna jest miarg
potozenia rozktadu, podobnie jak $rednia arytmetyczna. Stosuje si¢ ja, gdy wartosci
zmiennej podane sg w jednostkach wzglednych (na przyktad w km /h).

Sredniq harmoniczng liczb dodatnich ay, ay, as,...,a, obliczamy jako iloraz liczby
wszystkich danych przez sume ich odwrotnos$ci. Srednia harmoniczna n liczb jest nie
wieksza od sredniej geometryczneji nie wieksza od Sredniej arytmetycznejtych liczb. Ze
Srednig harmoniczng mamy do czynienia na przykiad obliczajac $rednig szybkos$¢, czy
dobierajgc opornosci opornikow w potaczeniu réwnoleglym. A teraz zadanie dla was. Do
babci pojade samochodem z predkoscig 40 kilometrow na godzineg. Z jakg predkoscia
musze wracac¢ od babci, aby moja Srednia szybkos¢ na calej trasie byta rowna 48
kilometrow na godzine?

Polecenie 1

Oblicz szybkos¢ srednig kazdego z rowerzystéw, jezeli rowerzysta A od godziny 13.00 do
godziny 14.00 jechat z szybkoscig 15 km/h, a od godziny 14.00 do godziny 15.00 jechat

z szybkoscig 25 km/h, rowerzysta B przez 10 km jechat z szybkoscig 10 km/h, a przez nastepne
10 km z szybkoscig 30 km/h, rowerzysta C godzine jechat z szybkoscia 20 km/h, a przez
nastepne 10 km jechat z szybkoscig 20 km/h.



Polecenie 2

Wykaz, ze dla dodatnich liczbaib

a) zachodzi nieréwnos¢
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b) zachodzi nierownos¢

[V
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c) odwrotnos¢ Sredniej arytmetycznej tych liczb jest réwna sredniej harmonicznej odwrotnosci
tych liczb.



Polecenie 3

Jak dobra¢ opornosci trzech opornikéw o tagcznym oporze 18 Q, potagczonych réwnolegle, aby
opor zastepczy byt najwiekszy?

Wskazéwka 1
Skorzystaj z nierownosci miedzy srednig arytmetyczng a harmoniczna.

Potaczenie szeregowe

Zrédto: Eduexpert Sp. z 0.0. / Evaco Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Opor zastepczy R oporéow Ry, R, potaczonych szeregowo, wyraza sie wzorem

=R*R,
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Potaczenie réwnolegte
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Opor zastepczy R oporéow Ry, Ry potaczonych rownolegle, wyraza sie wzorem

1_1.1
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Podsumowanie



Srednia harmoniczna jest jednym z parametréw statystycznych. Stosuje sie ja, gdy
wartoSci zmiennej podane s3 w jednostkach wzglednych (np. km /h).
Srednig harmoniczng liczb dodatnich

a,a,a,...a
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obliczamy jako iloraz liczby wszystkich danych przez sume ich odwrotnosci
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Geometrycznie Srednia harmoniczna to dlugos¢ odcinka zawartego w trapezie,
przechodzacego przez punkt przeciecia przekatnych trapezu i rownoleglego do postaw.
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Srednia harmoniczna jest jednym z parametrow statystycznych.
Stosuje sie ja, gdy wartosci zmiennej podane sa w jednostkach wzglednych (np: km/h).
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Opor zastepczy R oporéw R, R, potaczonych szeregowo, wyraza sie wzorem:
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Geometrycznie $rednia harmoniczna (x) to dtugosé¢ odcinka zawartego w trapezie
przechodzacego przez punkt przeciecia przekatnych i réwnolegtego do postaw.
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Praca domowa

Polecenie 4.1

Zadanie 1.

Przeprowadz wsréd ucznidw twojej szkoty ankiete, w ktorej zapytasz o srednig szybkos¢,
Z jaka poruszat sie samochéd, ktéry z magazynu zawidzttadunek do sklepu oddalonego

0 100 km i powrécit tg sama trasa. Z magazynu do sklepu samochdéd jechat z predkoscia 40
km/h, a z powrotem z predkoscia 60 km/h.

PRACA DOMOWA

PrzeprowadZ wsrod uczniéw twojej szkoty ankiete.
Popros ow o poprawnej
ANKIETA

Z jaka $rednig szybkoscig poruszat sie samochdd, ktéry z magazynu zawiézt tadunek do sklepu
oddalonego 0 100 km i powrécit ta sama trasa. Z magazynu do sklepu samochéd jechat
z predkoscia 40 km/h, a z powrotem z predkoscia 60 km/h.

UCZEN 50 km/h 52 km/h 48 km/h

uczei 1

uczeri 2

uczeii 3

uczen 4

uczen 5

uczeii 6

uczen 7

uczeri 8

uczen 9

uczeii 10

uczeii 11

uczeii 12

uczei 13

uczei 14

uczei 15

uczeii 16

- znaczkiem ,X", zaznacz poprawng odpowiedz
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Zadania



Cwiczenie 1
Oblicz srednig arytmetyczng ponizszych liczb.
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Cwiczenie 2

Oblicz sSrednig harmoniczng ponizszych liczb. Odpowiedzi podaj w postaci utamkéw
nieskracalnych (do zapisu uzyj prawego ukosnika).
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Cwiczenie 3
Srednia harmoniczna liczb 8 i x wynosi 13,44. Wyznacz i wskaz x.

5,44

26,88

10,88

9,44

42,00

10,72

18,88

o o o o O o O O

13,44

O 21,44

Zrédto: Eduexpert Sp. z 0.0. / Evaco Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Stowniczek
Predkosc¢

Predkosc¢ to wielkos¢ wektorowa. W praktyce szkolnej oblicza si¢ predkos¢ jako stosunek
dtugosci drogi przebytej przez ciato do czasu, w jakim ruch si¢ odbywat.
Srednia harmoniczna

Srednia harmoniczna liczb dodatnich
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to iloraz liczby wszystkich danych przez sume¢ ich odwrotnosci.
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Szybkos¢

Szybkosc¢ to wielkoS¢ skalarna. Najczesciej przyjmuje sie, ze jest to wartoSc liczbowa
predkosci.

Powrot do e-podrecznika

E-podrecznik ,,Odkryj, zrozum, zastosu;...”

https: //www.epodreczniki.pl /reader/c /129738 /v/22 /t /student-canon
3.3. Wyrazenia wymierne. ROwnania wymierne:

https: //www.epodreczniki.pl /reader/c /129738 /v/22 /t /student-
canon/m/ilEINx2Ili#iIEiNx21li_d25el


https://www.epodreczniki.pl/reader/c/129738/v/22/t/student-canon
https://www.epodreczniki.pl/reader/c/129738/v/22/t/student-canon/m/iIEiNx2IIi#iIEiNx2IIi_d25e1

3.4. Zastosowanie rownan wymiernych do interpretacji zagadnien praktycznych:

https: //www.epodreczniki.pl /reader/c /129738 /v/22 /t /student-canon /m/iYcmaHaJ3L
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